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Resumo

A investigacdo aqui apresentada teve inicio com o desenvolvimento da dissertagédo de
mestrado da primeira autora, naquela ocasido buscou-se investigar conhecimentos de
estudantes da Educacédo Bésica acerca da generalizacdo da funcéo afim. Os estudos
foram aprofundados, e neste ensaio sdo apresentados aspectos histérico e
epistemoldgico acerca da construcao do conceito de funcao, explicitando suas ideias-
base, ou seja, aquelas consideradas essenciais para a compreensao do conceito de
fungéo: correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e generalizacdo. Para a
elaboragdo do ensaio tedrico foram considerados livros e textos cientificos, artigos
publicados em periddicos cientificos, dissertacdes e teses. A investigacdo mostra que
0s primeiros registros envolvendo ideias de funcdo foram desenvolvidos pelos
babilénios ha cerca de 2000 anos a. C. e contemplam as seguintes ideias-base de
funcdo: correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade. No entanto, o
processo de construcdo do conceito de fun¢do ocorreu de maneira lenta e as funcbes
adquiriram uma formalizacdo somente no século XVII, a partir da ideia de
generalizacao das leis quantitativas em termos matematicos, simbdlicos e algébricos,
0 que fez com que a fungcdo assumisse um lugar de destaque dentro das ciéncias
exatas. As ideias-base de funcéo estiveram presentes e foram fundamentais no longo
processo de desenvolvimento histérico e epistemolédgico desse conceito.
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Abstract

The investigation presented here began with the development of the first author's
master's thesis. On that occasion, we sought to investigate the knowledge of Basic
Education students about the generalization of the related function. The studies were
in-depth, and this essay presents historical and epistemological aspects about the
construction of the concept of function, explaining its basic ideas, that is, those
considered essential for understanding the concept of function: correspondence,
dependence, variable, regularity and generalization. To prepare the theoretical essay,
books and scientific texts, articles published in scientific journals, dissertations and
theses were considered. Research shows that the first records involving ideas of
function were developed by the Babylonians around 2000 years ago. C. and include
the following basic function ideas: correspondence, dependence, variable and
regularity. However, the process of building the concept of function occurred slowly and
functions only acquired formalization in the 17" century, based on the idea of
generalizing quantitative laws in mathematical, symbolic and algebraic terms, which
made the function assumed a prominent place within the exact sciences. The basic
ideas of function were present and were fundamental in the long process of historical
and epistemological development of this concept.

Resumen

La investigacion que aqui se presenta comenzé con el desarrollo de la tesis de
maestria del primer autor, en esa ocasion buscamos indagar en el conocimiento de los
estudiantes de Educacion Basica sobre la generalizacion de la funcién relacionada.
Los estudios fueron profundos, y este ensayo presenta aspectos historicos vy
epistemoldgicos sobre la construccion del concepto de funcién, explicando sus ideas
béasicas, es decir, aquellas consideradas esenciales para comprender el concepto de
funcion: correspondencia, dependencia, variable, regularidad y generalizacion. Para la
elaboracion del ensayo teérico se consideraron libros y textos cientificos, articulos
publicados en revistas cientificas, disertaciones y tesis. Las investigaciones muestran
que los primeros registros que involucran ideas de funcién fueron desarrollados por los
babilonios hace unos 2000 afios. C. e incluyen las siguientes ideas de funciones
basicas: correspondencia, dependencia, variable y regularidad. Sin embargo, el
proceso de construccion del concepto de funcién se dio lentamente y las funciones
recién adquirieron formalizacién en el siglo XVII, a partir de la idea de generalizar leyes
cuantitativas en términos matematicos, simbdélicos y algebraicos, lo que hizo que la
funcion asumiera un lugar destacado dentro del Ciencias Exactas. Las ideas basicas
de funcién estuvieron presentes y fueron fundamentales en el largo proceso de
desarrollo histérico y epistemoldgico de este concepto.

Palavras-chave: Ensino da Matematica, Funcéo, Histéria, Ideias-Base.
Keywords: Teaching of Mathematics, Function, History, Basic ldeas.
Palabras clave: Ensefianza de Matematicas, Funcion, Historia, Ideas Basicas.

1. Introducéo

A histéria das Ciéncias revela a génese do conceito de funcéo a partir
de problemas préticos, da necessidade de observar e estudar fenbmenos
naturais, buscando descobrir suas causas, modelar leis de variacdo e realizar
previsbes (CARVALHO, 2019; EVES, 2004; BOYER, 1996; CARACA, 1963).

Desde os povos da Antiguidade, € possivel identificar ideias, em seus
registros, que atualmente sao associadas ao conceito de fungdo. Como
exemplo, citamos os tabletes de argila construidos pelos babilénios por volta de
2000 a. C., que continham tabelas de dependéncia entre quantidades variaveis
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(EVES, 2004; AABOE, 2002). Tais escritas babilonicas nos revelam ideias de
funcdo, tais como correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade
envolvidas nas escritas matematicas desses povos.

Apesar desses indicativos, a construcédo do conceito funcdo ocorreu de
maneira lenta na historia, sendo necessérios mais de 20 séculos de
experiéncias, descobertas e disparidades para que este conceito fosse
formalizado tal como atualmente € concebido pela comunidade de
matematicos, e abordado nos livros didaticos de matematica.

Nessa direcdo, Ciani, Nogueira e Berns (2019, p. 43) mencionam que
“[...] compreender o longo processo de criagdo do conceito de fungao pela
humanidade € fundamental ao professor para entender que a formacdo do
conceito de funcdo pelos alunos também € um processo complexo e
demorado”. Corroboramos com esses autores e, embasadas em Vergnaud
(2009), assumimos que a compreensdo do conceito de funcdo pelos
estudantes leva tempo e depende das diferentes situacdes vivenciadas durante
0 processo escolar.

De acordo com documentos que direcionam o0 ensino de Matematica
no pais, entre eles a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL,
2018), nogdes de fungdo sao previstas para os Anos Iniciais, por meio das
ideias de regularidade, descricdo de padrbes e propriedades de igualdade. Tais
ideias necessitam ser aprofundadas no decorrer da escolarizacdo, de modo
que, nos Anos Finais do Ensino Fundamental, o aluno seja capaz de
compreender diferentes significados das varidveis numéricas em uma
expressdo, estabelecer generalizacbes, regularidades, e indicar valores
desconhecidos em wuma sentenca algébrica. Ainda, segundo esses
documentos, € necessario que os alunos estabelecam conexdes entre variavel
e fungéo, e entre incognita e equacgdo (BRASIL, 2018).

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), espera-se que no 9° ano o aluno
estude o conceito de funcdo, compreendendo-a como uma relacdo de
dependéncia univoca entre duas variaveis, resolva problemas e reconheca
suas representacdes numeérica, algébrica e grafica. O conceito de funcéo
também deve ser retomado e aprofundado na 12 série do Ensino Médio
(BRASIL, 2018). Nos documentos que direcionam os curriculos e ementas de
cursos de Licenciatura em Matematica (BRASIL, 2001) constam diferentes
disciplinas que contemplam o conceito de funcao, tais como céalculo diferencial
e integral, fundamentos da Matematica, analise real, geometria analitica, entre
outras.

Em outras palavras, os documentos que orientam o0s curriculos
brasileiros mostram que ideias do conceito de funcdo permeiam todo o
processo escolar, desde os Anos Iniciais até os cursos de Licenciatura em
Matematica, estes ultimos responsaveis pela formacéo inicial dos professores
de Matematica do pais. Porém, pesquisas (NUNES; SANTANA, 2017; PIRES,
MERLINE; MAGINA, 2015; RAMOS; CURI; 2014) mostram que estudantes de
diferentes niveis de ensino e até mesmo professores manifestam dificuldades
acerca da compreensao das fungbes. Segundo Chaquiam (2021, p. 218), tais
dificuldades sobrevém da ndo compreensdo da natureza das variaveis
envolvidas, da dependéncia entre elas, das “[...] abordagens mecanicas e
abstratas sem conexdes entre os elementos graficos e expressdes algébricas”.

Neste sentido, defendemos que algumas ideias s&o essenciais para a
compreensao do conceito de funcdo. Para tanto, baseamo-nos em alguns
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autores (CARACA, 1963; TINOCO, 2002; CAMPITELI; CAMPITELI, 2006;
PAVAN, 2010; NOGUEIRA, 2014; REZENDE; NOGUEIRA; CALADO, 2020), e
juntamente com o Grupo de Estudos e Pesquisas em Didéatica da Matemética
(GEPeDiMa) em que participamos, assumimos que as nocdes de
correspondéncia, dependéncia, regularidade, varidvel e generalizacdo séo
fundamentais para a compreensdo desse conceito. Respaldadas em Pavan
(2010) e Nogueira (2014), denominamos essas no¢des como "ideias-base de
funcdo". Desta forma, tais ideias sdo essenciais para a compreensao de uma
funcdo de qualquer tipo - polinomial, raiz, racional, exponencial, logaritmica,
entre outras, e devem ser construidas pelos estudantes desde os Anos Iniciais,
estendendo-se por todo o processo escolar.

Dentre as ideias fundamentais para a constituicdo do conceito de
funcdo, algumas pesquisas (ARDENGHI, 2008; NOGUEIRA, 2014; PINTO,
2014; REZENDE; NOGUEIRA; CALADO, 2020) vém mostrando que a
generalizagdo ocasiona maior dificuldade para os alunos, impossibilitando a
compreensao do conceito de funcdo em sua esséncia. Por esta e outras
justificativas, a pesquisa de mestrado da qual este artigo se originou foi
desenvolvida com vistas a responder a seguinte questdo: "quais teoremas em
acdo, relacionados a generalizacdo, podem ser mobilizados por alunos do 9°
ano do Ensino Fundamental a partir de situacdes envolvendo funcao afim?".
Para respondé-la, elaboramos uma sequéncia didatica, nos moldes da
Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996), que foi experimentada com estudantes
do 9° ano do Ensino Fundamental.

A Engenharia Didatica é caracterizada como metodologia de pesquisa
e consiste em quatro fases: andlises preliminares; concepcdes e analises a
priori das situacdes a serem propostas aos estudantes; experimentacao;
analises a posteriori e validacdo (ARTIGUE, 1996). Dentre os diversos estudos
a serem realizados nas analises preliminares consta aquele a respeito da
génese histéria e andlise epistemoldgica do saber matematico em questdo
(ALMOULOUD, 2014; ARTIGUE, 1996).

A partir das andlises preliminares realizadas para a elaboracdo da
dissertacdo da qual o ensaio se originou, estabelecemos o seguinte obijetivo:
"apresentar um estudo historico e epistemoldgico acerca da constru¢do do
conceito de funcdo, explicitando suas ideias-base — correspondéncia,
dependéncia, variavel, regularidade e generalizacgdo — no processo de
construcédo do referido conceito".

A metodologia adotada para o estudo caracteriza-se como ensaio
tedrico, que se trata de um tipo de pesquisa bibliografica, a qual se refere
aquelas bibliografias que ja circulam entre os pesquisadores, na forma de
publicacdes cientificas como artigos, livros, anais de eventos, entre outros
(BARBOSA, 2018). “Sao materiais que ja receberam alguma abordagem
analitica ou problematizadora reconhecida como pertencente ao campo
cientifico” (BARBOSA, 2018, p. 41).

Uma pesquisa bibliografica pode ser classificada como ensaio tedrico
ou sintese de literatura. O ensaio tedrico trata-se de uma exposi¢ao logica,
rigorosa, coerente e critica de argumentacdo sobre um determinado tema
(BARBOSA, 2018). Nesses casos, diferentemente do que ocorre em uma
sintese de literatura, ndo ha delimitacdo prévia de corpus da literatura, € 0
pesquisador mobiliza a bibliografia conforme a necessidade para construir sua
argumentacgao.
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Sendo assim, a investigacdo aqui apresentada configura-se como
ensaio tedrico, e para o seu desenvolvimento foram realizados estudos em
livros e textos cientificos, artigos publicados em periédicos cientificos,
dissertacfes e teses. Na sequéncia deste texto, discutimos cada uma das
ideias-base do conceito de funcdo e apresentamos uma situacdo na qual é
possivel identificar essas ideias. Em seguida, apresentamos a se¢ao contendo
o0 estudo historico e epistemoldgico acerca do conceito de funcéo, explicitando
suas ideias-base. O texto é finalizado com as consideracbes finais e
referéncias.

2. ldeias base do conceito de funcao

Fundamentadas em diferentes autores (CARACA, 1963; TINOCO,
2002; CAMPITELI; CAMPITELI, 2006; PAVAN, 2010; NOGUEIRA, 2014),
assumimos que a compreensdo do conceito de funcédo carrega, em sua
esséncia, cinco ideias principais: correspondéncia, dependéncia, variavel,
regularidade e generalizagdo. A elas denominamos "ideias-base do conceito de
funcdo". Nesta secdo apresentamos cada uma destas ideias, e ao fim, uma
tarefa envolvendo o conceito de funcao afim, seguida de uma analise indicando
a possibilidade de manifestacdo das ideias-base.

A ideia de correspondéncia é uma das primeiras formas de
pensamento matematico a se manifestar desde a infancia, por exemplo, na
comparacdo da quantidade de objetos de duas cole¢cbes (REZENDE;
NOGUEIRA; CALADO, 2020). Em uma situacdo de contagem de objetos
realizada por uma crianca, cita-se a correspondéncia feita “[...] pelo
apontamento do dedo (ou olhar) a cada um dos objetos a serem contados, ao
mesmo tempo em que recita a sequéncia de palavras-niumero, um, dois, trés, e
assim sucessivamente, até esgotar os objetos da colegdo” (REZENDE;
NOGUEIRA; CALADO, 2020, p. 7). Tal situacdo faz corresponder, a cada
objeto da colecdo, um numero da sucessao natural (CARACA, 1963).

A ideia de dependéncia expressa a relacdo entre grandezas variaveis
que ira caracterizar uma funcdo. Segundo Tinoco (2011), em uma relacéo
funcional, uma das grandezas (variavel dependente) €é univocamente
determinada pela variacdo da outra (variavel independente). Por meio desta
nocdo matematica, € possivel observar a dependéncia entre grandezas que
ocorre em fendmenos da Fisica, da Biologia, da Quimica e de outras areas,
gue sao modelados por uma funcdo (REZENDE; NOGUEIRA; CALADO, 2020).

Para Caraca (1963), a relacdo de dependéncia entre grandezas
variaveis atribui a fungcdo um carater dindmico, tornando esse conceito um dos
mais importantes de toda a Matematica.

A ideia de variavel refere-se a qualquer elemento de um conjunto, e
geralmente é representado por uma letra. Essa nocdo é uma das mais dificeis
para os alunos, pois se trata de um nimero qualquer de determinado conjunto,
mas néo é especificamente nenhum dos nimeros desse conjunto (CARACA,
1963; TINOCO, 2002).

A variavel pode desempenhar papéis distintos, dependendo da
situacdo. Queiroz (2008) menciona que, conforme a situacdo, as variaveis
podem assumir o papel de incognita (termo desconhecido), de parametro
(numeros genéricos), ou ainda, como variaveis em uma relagdo funcional; para
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cada um destes casos, a simbolizagcdo, a manipulacdo e a interpretacado da
nocao de variavel séao distintas.

Para a compreenséo da ideia de variavel em uma situacao funcional, é
necessario reconhecer situacbes em que ocorra a variacdo simultanea das
variaveis e observar o aspecto de dependéncia entre elas (QUEIROZ, 2008).
Essas situacbes podem envolver informacdes representadas em tabelas,
graficos, expressodes analiticas, problemas verbais, entre outras.

A regularidade refere-se ao comportamento idéntico de determinadas
situacdes, desde que as condi¢des iniciais sejam mantidas (CARACA, 1963).
Segundo Rezende, Nogueira e Calado (2020), a regularidade permite a
previsdo dos fendmenos a serem estudados. Nesse sentido, “[...] o
reconhecimento de regularidades em situacfes reais, padrbes geomeétricos,
sequéncias numéricas € necessario para a constru¢cao do conceito de funcéao”
(CAMPITELI; CAMPITELLI, 2006, p. 36).

De acordo com Nogueira (2014), geralmente, a ideia de regularidade é
simples de ser entendida pelos alunos, e por isso o incentivo a descoberta da
regularidade pode ser iniciado desde a Educagé&o Infantil. Segundo a referida
autora, trabalhando com desenhos, as criangcas podem ser estimuladas a
descobrir 0 padrao de repeticdo de uma sequéncia.

A partir do momento em que se estabelece uma regularidade, é
possivel descrever o padrao observado e, assim, estabelecer a "generalizacdo"
que, segundo Nogueira (2014), envolve abstracdo. Para Tinoco (2011), €
preciso que o aluno consiga avaliar corretamente as "variaveis", a dependéncia
(ou nao) presente em determinado problema e, por fim, identificar a
regularidade existente e a generalizacdo, sendo este Ultimo um elemento
decisivo para a construcao do conceito de funcéo.

A generalizacdo envolve o registro de leis gerais, normalmente em
linguagem algébrica ou grafica, e € passo decisivo para a construcdo do
conceito de funcdo (NOGUEIRA, 2014). Para Rezende, Nogueira e Calado
(2020), muitas vezes os alunos conseguem perceber, a partir da regularidade,
que ha uma "lei de formacdo" que descreve um comportamento ou fenémeno,
mas é preciso, ainda, argumentar e justificar que essa lei faz sentido para além
de casos particulares, ademais de estabelecer uma férmula para esta lei de
formacdo. Esse movimento s6 € possivel a partir de uma abstracdo sobre os
casos particulares experimentados.

Apresentamos, a seguir, uma tarefa envolvendo funcédo afim extraida
da pesquisa de Calado (2020), seguida de uma analise que indica a
possibilidade de manifestacdo de cada uma das ideias-base.

Quadro 1 - Tarefa envolvendo o conceito de funcdo

bY

Ana vai a padaria para comprar paes todo sabado de manha, seus paes
preferidos custam R$ 0,18 cada um.

a) Se Ana comprar 3 paes, quanto pagara pelos paes?

b) E se comprar 7 paes, quanto tera gastado com os paes?

c) Escreva a expressao algébrica que representa o valor que Ana pagara se
comprar uma quantidade qualquer de paes.

Fonte: Calado (2020, p.70).
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Em relagcdo ao conceito de fungcdo, mesmo que implicitamente, essa
tarefa permite, aos estudantes, mobilizar as cinco ideias-base envolvidas:

i.Correspondéncia: para cada quantidade comprada de pées
corresponde a um Unico valor a ser pago;

ii.Dependéncia: o valor gasto com os pées é determinado por meio da
dependéncia com a quantidade de pdes comprados;

iii.Varidvel: a quantidade de paes comprados (variavel independente) e
o valor a ser pago (variavel dependente);

iv.Regularidade: para determinar o valor gasto com diferentes
guantidades de paes comprados, observa-se a manifestacdo de uma
regularidade a partir do valor unitario do péo; e

v.Generalizacdo: a partir da regularidade € possivel generalizar a
variavel valor a ser pago para qualquer quantidade de paes
comprados.

Desta forma, em situacdes envolvendo o conceito de funcédo, como a
tarefa descrita, mesmo que ndo seja mencionado o termo “funcao"
explicitamente, é possivel mobilizar as ideias-base essenciais para a
compreensdo desse conceito: correspondéncia, dependéncia, variavel,
regularidade e generalizacdo. E neste sentido que defendemos que situacdes
envolvendo as ideias-base de funcdo sejam proporcionadas aos estudantes
desde os Anos Iniciais, para que, durante o processo escolar, tais ideias, e por
consequéncia o conceito de fungéo, sejam apropriados pelos estudantes.

Para tanto, inferimos que conhecer o processo histérico e
epistemoldgico do conceito de funcdo e a relacdo com suas ideias-base
proporciona suporte para os professores compreenderem o longo periodo
escolar que seus alunos levam para desenvolver esse conceito.

3. Aspectos histéricos e epistemoldgicos do conceito de funcéo

Apresentamos, nesta secdo, um estudo histérico e epistemolégico do
conceito de fungédo, no qual buscamos explicitar as ideias-base envolvidas no
decorrer do processo de construcdo desse conceito.

Desde a Antiguidade, é possivel notar ideias de funcdo manifestadas
nas escritas matematicas dos babilénios. Por volta de 2000 a.C., esses povos
ja utilizavam tabelas de correspondéncia entre valores numéricos, que envolve
a ideia de dependéncia entre variaveis, por exemplo: em uma tabela, em uma
coluna, aparecem valores para n e, em outra coluna, os valores calculados
para n? + n3, no intervalo de nimeros inteiros de 1 a 30 (EVES, 2004).

Em um de seus tabletes de argila com escritas cuneiforme?, os
babilénios registraram uma tadbua de multiplicacdo por 9, que com as notacdes
atuais representa uma sequéncia numerica e regular de multiplos do nimero
nove: 9, 18, 27, 36, ..., 180 (AABOE, 2002). Assim, a ideia de regularidade
também estava presente na matematica dos babilonios. Este fato também é
mencionado por Eves (2004), ao afirmar que, além da nocdo de dependéncia
entre duas quantidades, a ideia de regularidade pode ser identificada nos

8 A denominagdo cuneiforme para a escrita dos babilénios decorre das formas dos sinais.
Marcas em formas de cunha eram feitas com um estilete sobre tabletes de barro moles, que
depois eram cozidos em fornos ou ao calor do sol (BOYER, 1996).
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registros dos povos babilbnios por meio de tadbuas de multiplicagéo,
disponibilizadas em tabelas de argila (EVES, 2004).

Conforme Eves (2004, p. 63), “[...] os babilbnios eram infatigaveis
construtores de tabuas, calculistas extremamente habeis e certamente mais
fortes em algebra do que em geometria”. Para Pires (2016, p. 4), “[...] nessas
tabuas era possivel encontrar a principal ideia envolvida no conceito de funcéo:
a relacdo funcional entre variaveis”. Carvalho (2019, p. 30) observa que as
funcdes tabuladas:

[...] atendiam as necessidades préaticas de um periodo, e ainda
gue nao fossem compreendidas como funcdo de acordo com
conceito formatado contemporaneamente, mantinham a
esséncia do que podemos dizer que € a raiz epistemoldgica
desse conceito, a ideia da relacdo de variabilidade entre
guantidades.

Segundo Boyer (1996), naquele periodo nao se utilizavam letras para
representar quantidades desconhecidas, pois o alfabeto ainda n&o havia sido
inventado, mas palavras como "comprimento”, "largura”, "area" e "volume"
serviam bem nesse papel, e “[...] que tais palavras possam ter sido usadas num
sentido abstrato é sugerido pelo fato de os babilénios ndo hesitarem em somar
um ‘comprimento’ com uma ‘area’, ou uma ‘area’ com um ‘volume” (BOYER,
1996, p. 21).

De acordo com Higueras (1993), ndo foram encontrados registros de
gue os babilénios expressavam seus resultados de forma a "generalizar”, pois
0s achados contém apenas o estudo de casos especificos, sem nenhuma
formulacdo genérica. No entanto, Boyer (1996) aponta que, embora nenhuma
formulacdo geral dessas tabelas tenha sido preservada, nao significa
necessariamente que nao havia consciéncia da generalidade dessas regras ou
principios. Se ndo houvesse, de uma forma ou de outra, uma regra geral
subjacente, seria muito dificil explicar a analogia entre os diferentes problemas
do mesmo tipo.

Neste sentido, os matematicos babilénios possuiam um instinto de
funcionalidade, visto que uma funcdo ndo é apenas uma foérmula, mas uma
relacdo mais geral que associa elementos de dois conjuntos, e isso esta
presente nas numerosas tabelas de calculos babildénicos (BOYER, 1996).
Acrescentamos que as referidas tabelas manifestam as ideias de
correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade que defendemos como
essenciais para a compreensdo da ideia de funcdo. Sendo assim, € possivel
identificar, mesmo de maneira implicita, que essas ideias estiveram presentes
em registros de povos que viveram na Antiguidade.

Para Higueras (1993), podemos afirmar que esse instinto de
funcionalidade dos matematicos e astrébnomos babildnicos manifestou-se em
seu aprofundamento nos metodos quantitativos por meio de observagdes de
dificil mensuragédo, uma vez que ndo se limitaram a uma tabulacdo de dados
empiricos, mas em vez disso usaram interpolacéo e extrapolacdo em busca de
regularidade. Em outras palavras, mesmo sem explicitar a utilizacdo das ideias-
base, os babilénicos recorriam a essas ideias para o desenvolvimento de suas
matematicas. Para a mesma autora, “[...] essa busca de regularidade em suas
tabulacOes talvez seja sua caracteristica mais importante, embora, de fato, haja
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uma distancia muito grande entre o ‘instinto de funcionalidade’ e a nogéo de
fungdo” (HIGUERAS, 1993, p. 150).

Na Grécia, no periodo entre 600 e 500 a.C., os pitagéricos descobriram
as leis simples que regem a harmonia musical, ou seja, eles notaram que o
som produzido por uma corda distendida "depende" do seu comprimento.
Dessa forma, podemos considerar que a escola pitagorica ja conhecia a
interdependéncia de grandezas fisicas e apresentava indicios da no¢do de uma
generalizacdo para o som produzido por uma corda em "funcdo" do seu
comprimento. Para de Ribeiro e Cury (2015), o uso sistematico de tabela de
cordas de um circulo e as tabelas trigonométricas sdo indicios de que os
gregos trataram de problemas que tinham implicita a no¢édo de funcéo, mas a
falta de simbolismo os impediu de desenvolver a ideia de funcionalidade.

Neste sentido, entendemos que ideias essenciais relacionadas ao
conceito de funcdo, como correspondéncia, dependéncia, variavel e
regularidade, eram cada vez mais utilizadas pelos estudiosos da antiguidade,
mas a falta de uma sistematizacdo e representacdo matematica formal
envolvendo simbolos para a apresentacdo de sua generalizagdo, por exemplo,
dificultava formalizar o conceito de funcao.

Posteriormente, as funcdes tabuladas empiricamente tornaram-se a
base matematica para todo o desenvolvimento subsequente da astronomia. De
acordo com Pires (2016), em Alexandria, os astronomos utilizaram teoremas da
geometria para confeccionar tdbuas de cordas que eram equivalentes as
tabuas dos senos. Boyer (1996) menciona que a tdbua de cordas mais antiga
encontra-se no Almagest, do astronomo Claudius Ptolomeu, na qual a posi¢céo
do Sol, da Lua e dos planetas mudava de maneira continua e periodica, e era
determinada por meio de procedimentos que seguiam alguns padrdes.

Higueras (1993) afirma que, no pensamento grego, havia uma ideia
primitiva de funcdo contida nas nocbes de mudanca e relacdo entre
magnitudes "variaveis". No entanto, os filosofos gregos consideravam a
mudanca e o movimento como algo externo a matematica. Atribuiam a Fisica
objetos em movimento, e a Matemética, uma ciéncia estritamente tedrica. Essa
filosofia estatica da Matematica foi a raz&do pela qual os matematicos, por muito
tempo, pensavam e falavam em termos de incégnitas e ndo em termos de
variaveis. Isso 0s levou a proporcbes e equacdes, e ndao a funcdes
(HIGUERAS, 1993).

Essa atitude em relacdo a matematica foi mantida na mente dos
matematicos por muito tempo. Eles consideravam as magnitudes fisicas e as
proporcdes entre elas como algo diferente das igualdades estritamente
numéricas (HIGUERAS, 1993). “[...] essa concepgao de ‘variabilidade’ como
caracteristica exclusiva das grandezas fisicas pode ser considerada um claro
obstaculo ao desenvolvimento da nogéo de fungcéo” (HIGUERAS, 1993, p.152).

No entanto, a escola pitagorica acreditava que "tudo é niumero". Dessa
forma, para eles, um numero poderia ser associado a qualquer magnitude. O
namero correspondia a aritmética e a teoria dos niumeros; e a magnitude, a
geometria. Porém, a escola pitagorica tentou relacionar os numeros e as
magnitudes por meio das propor¢cdes, o que lhes permitiu resolver os
problemas geométricos algebricamente. As proporcdes representam a razao
numérica que pode ser estabelecida entre grandezas de mesma magnitude
(HIGUERAS, 1993).
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De acordo com Higueras (1993), essa pratica de expressar todas as
relacdes entre as coisas na forma de proporcdes também foi um obstaculo ao
desenvolvimento da nocdo de funcdo, pois quando trabalhavam com
proporcdes, era muito dificil para eles distinguirem a relacdo entre quantidades
diferentes, uma vez que sempre comparavam quantidades de mesma
natureza. Essa forma de pensar impedia-lhes de encontrar, de forma
significativa, dependéncias entre variaveis de diferentes magnitudes, o que Ihes
teria aproximado das rela¢des funcionais.

Para os pitagoricos, havia uma magnitude muito pequena e indivisivel,
que era o elemento gerador de todas as outras magnitudes. No entanto, o
problema da incomensurabilidade foi um adverséario para eles, pois surgiram
casos em que ndo foi possivel encontrar uma medida comum para as
quantidades. A partir desse momento, 0s numeros nao foram mais
considerados entidades continuas, e as magnitudes ndo foram mais
associadas a numeros, uma vez que se considerou um absurdo a razao entre
duas magnitudes por meio de nimeros inteiros. Assim, até o aparecimento dos
irracionais, os numeros foram considerados discretos e tudo o que era continuo
deixou de ser numérico (HIGUERAS, 1993).

A incomensurabilidade também foi um obstaculo a nocéo de funcao,
pois discretizava 0os nameros, e isso impediu o estabelecimento de relacdes
numeéricas gerais entre magnitudes. Nesse cenario, as propor¢des tornaram-se
o melhor meio de comparar quantidades totalmente desprovidas de seu carater
numeérico (HIGUERAS, 1993).

[...] enquanto a nog&o de numero continuo ndo foi aceita, seria
muito dificil construir a nogcdo de funcdo, uma vez que 0s
nameros, assim considerados, apenas permitem construir uma
ilustragéo discreta dos fendmenos da natureza, mascarando a
continuidade existente na variabilidade das proprias funcdes
(HIGUERAS, 1993, p.154).

ApoOs o desaparecimento da sociedade milenar, o florescimento da
ciéncia nos paises de cultura arabe ndo proporcionou conhecimentos novos e
significativos em relacdo a funcionalidade. No entanto, Higueras (1993)
menciona que, nesse periodo, ocorreu a separacdo da algebra e da
trigonometria como ciéncias particulares da Matematica. Em ambas as ciéncias
faltava apenas um passo para que adquirissem 0 aspecto analitico usual, que
possuem atualmente, e a introducdo de uma simbologia adequada.

Além de conhecer um fendmeno, comecou a se desenvolver, por meio
da Ciéncia, a possibilidade de prever fenbmenos, ou seja, quanto melhor a
previsdo, maior o dominio que se tem sobre a Natureza. Conforme Caraca
(1963, p. 108), “[...] a Ciéncia nao tem, nem pode ter, como objetivo descrever
a realidade tal como ela é. Aquilo a que ela aspira € a construir quadros
racionais de interpretacdo e previsdo”’. De acordo com Ponte (1984), a
evolucdo do conceito de funcdo nessa fase inicial foi marcada por dois
aspectos: a preocupacao com a coeréncia e com a generalidade. A discusséo,
no entanto, ndo procedeu apenas em um nivel abstrato, mas acompanhou os
principais problemas matematicos da época.

Caraca (1963) deixa clara a necessidade de considerar dois aspectos
fundamentais da Realidade para que o homem compreenda o Mundo: a
"interdependéncia e a fluéncia". A interdependéncia pode ser notada na relagcéo
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gue os fendbmenos estabelecem uns com o0s outros, como um fendmeno pode
interferir nos resultados de outros fendémenos. A "fluéncia" é considerada na
permanente evolugcdo a que todas as coisas se submetem a todo momento,
transformando-se e fluindo. Essa fluéncia pode ser observada por qualquer um
de nos.

Para Caraca (1963), o fato de as coisas serem interdependentes e
fluentes dificulta a andlise de apenas um determinado aspecto. Nesse sentido,
€ necessario que o observador faca um recorte desse objeto no universo,
abstraindo os fatos de todos os outros objetos que estéo relacionados. A isso &
dado o nome de "isolado". No entanto, esse recorte precisa ser feito com certa
cautela para que o isolado contenha todos os fatores, isto é, que a acdo da
interdependéncia e da influéncia no fendbmeno esteja no objeto de estudo.
Porém, o isolado esta sempre em mudanca e evolugéo. A essa evolucao da-se
o nome de Fendmeno Natural.

Cabe, entdo, ao cientista, observar e descrever os fendémenos
ordenando seus resultados, cujas previsdbes podem ser confirmadas por
observacdo e experimentacdo. Em alguns desses fendbmenos pode ser notada
a regularidade, ou seja, comportamentos idénticos, desde que as condi¢des
iniciais sejam as mesmas. A existéncia da regularidade permite que sejam
feitas previsbes, acdo essencial para 0 homem estabelecer seu dominio sobre
a Natureza. Para Ciani, Nogueira e Berns (2019, p. 42), “[...] uma das tarefas
mais importantes no trabalho de investigacdo da Realidade, é o de procurar,
identificar, expressar, tratar e prever regularidades dos fendmenos naturais”.

Caraca (1963) afirma que a regularidade de evolucdo de um fenémeno
€ chamada de Lei Natural, podendo ser do tipo quantitativa ou qualitativa. A
histéria da Ciéncia deixa claro, na medida em que se vai conhecendo melhor a
Realidade, que a preferéncia para aplicar a lei tende a ser do tipo quantitativa,
sem deixar de se preocupar com a qualitativa. Nesse sentido, para Ciani,
Nogueira e Berns (2019), é natural esperar que surja a necessidade de criar
instrumentos matematicos adequados para o estudo de "leis quantitativas”. O
conceito de fungcdo surgiu ao buscar entender, explicar e, principalmente,
prever fenbmenos naturais, o que contribui para que as funcdes sejam um dos
mais importantes conceitos da Matemética.

Nogueira (2014) menciona que o conceito de funcdo surgiu com a
busca incessante de cientistas e fildsofos por explicar a realidade, mais
especificamente, da necessidade de construir quadros explicativos para 0s
fendmenos naturais, ou seja, fendmenos que relacionam "causa-efeito”, ou, em
linguagem matematica, a dependéncia entre variaveis.

A partir do Renascimento (1300-1600), a Ciéncia tomou o rumo da
observacdo e da experimentacdo, e a matematica tendeu a ocupar um lugar
cada vez mais importante nas ciéncias naturais (PIRES, 2016). De acordo com
Higueras (1993), fendbmenos sujeitos a mudancas, como calor, luz, densidade,
distancia e velocidade sédo estudados considerando ndo apenas 0 porqué as
mudancgas acontecem, mas fundamentalmente como elas acontecem.

Novos métodos da Fisica foram desenvolvidos em conexdo com a
ideia de relacionamento funcional. Dois métodos principais foram
desenvolvidos, o primeiro deles foi a "algebra de palavras”, usada em
mecanica por Thomas Bradwardine (1290-1349), na qual a generalizacdo era
alcancada usando letras do alfabeto em vez de numeros para substituir
quantidades variaveis, enquanto as operacdes de adi¢do, divisdo, multiplicacdo
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etc., realizadas com essas quantidades, eram descritas com palavras, ao invés
de serem representadas com simbolos, como na algebra atual. A introducéo
dessa &lgebra proporcionou avangos nas notagfes matematicas, o que
favoreceu o processo de desenvolvimento da generalizacdo. O segundo
desenvolvimento foi um método geométrico utilizando gréficos. Os gregos e
arabes, por vezes, utilizavam a algebra em conjunto com a geometria, e a ideia
de descrever a posicao de um ponto em relacdo as coordenadas retangulares
era familiar aos geografos e astrbnomos desde o0s tempos classicos
(HIGUERAS, 1993).

Oresme (1323-1382) utilizou as coordenadas retangulares para
representar a velocidade em funcao do tempo (longitudes) de um corpo que se
move com aceleragdo constante, e marcou pontos representando instantes de
tempo. Para cada instante, tracou, perpendicularmente a reta das longitudes,
um segmento de reta (latitude), em que o comprimento denotava a velocidade.
Nesse caso, 0s termos latitude e longitude sdo equivalentes as ordenadas e
abscissas na linguagem mateméatica atual. Vemos, aqui, uma sugestao
primitiva do que hoje denominamos de representacao gréfica das funcdes
(PIRES, 2016).

Segundo Higueras (1993), Oresme distingue trés tipos de figuras,
chamadas por ele de movimento: i) uniforme; ii) uniformemente desforme; e iii)
desforme.

i) Se considerarmos a representacdo da velocidade em fungédo do
tempo, podemos associar uma figura uniforme a uma velocidade constante, em
gue as intensidades sdo as mesmas, qualquer que seja o tempo gasto. Oresme
traca um grafico de velocidade-tempo em que o0s pontos de uma linha
horizontal representam sucessivos instantes de tempo e, para cada um desses
instantes, ele desenha um segmento perpendicular a linha desse ponto, cujo
comprimento representa a velocidade naquele instante. Nesse caso, um
retangulo é obtido. A Figura 1, a seguir, ilustra a representacéo figural para o
movimento uniforme desenvolvido por Oresme.

Figura 1 - Representacéo figural do movimento uniforme desenvolvido por
Oresme

e rine

;".-;,_-,-,;-?}:zaa

Fonte: Higueras (1993, p. 160).

i)  Uma figura uniformemente desforme corresponde a uma
velocidade com aceleragdo constante. Nesse caso, a figura pode ser um
triangulo ou um trapézio, dependendo da intensidade inicial. A Figura 2, a
seguir, ilustra a representacao figural do movimento uniformemente desforme
desenvolvido por Oresme.
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Figura 2 - Representacéo figural do movimento uniformemente desforme desenvolvido
por Oresme

7 I
Fonte: Higueras (1993, p. 160).

Oresme expressou essa qualidade afirmando:

E aquele em que, se tomarmos quaisquer trés pontos da linha
considerada, a razdo da distancia entre o primeiro e o segundo,
e a distancia entre o segundo e o terceiro, € como a razao
entre 0 excesso em intensidade do primeiro ponto sobre o do
segundo ponto, 0 excesso do segundo ponto sobre o do
terceiro ponto (YOUSCHEVIKCH, 1976, p. 47, traducdo nossa).

Como aponta Youschevikch (1976), a descricdo de Oresme

corresponde a equacgdo da reta que passa por dois pontos dados (x;y;),
(x2,y2), que com notagdes atuais pode ser representada por:

Y—Y1 _X—X;

Y2—=Y1 X2—X

Interpretamos que Oresme recorreu a linguagem natural para
generalizar um movimento com aceleracao constante por meio da equacéao da
reta, 0 que representou um avanco para a ideia de generalizagdo explicitada
em linguagem natural. Com esse avango, nota-se a articulagdo da
representacdo grafica desenvolvida por Oresme com as ideias de variavel,
dependéncia e generalizacdo. Além disso, a ideia de regularidade, mesmo que
de maneira implicita, também estava presente, ao passo que Oresme
possivelmente considerou diversos estudos e apresentacdes de numeros
particulares para, entdo, generalizar a equagéo da reta, apresentando-a na sua
representacao algébrica.

i) A figura referente ao movimento desforme corresponde
aceleracbes de velocidade ndao constantes. Assim, todos 0s casos em que a
linha limite n&o € uma linha reta correspondem a casos deformados. A Figura
3, a sequir, ilustra a representacdo figural do movimento desforme
desenvolvido por Oresme.
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Figura 3 - Representacéo figural do movimento desforme desenvolvido por Oresme

L .\x'
-

Fonte: Higueras (1993, p. 161).

Observamos que as representacfes de Oresme foram mais qualitativas
do que quantitativas. Segundo Higueras (1993), ndo podemos consideréa-las
como a expressdo de uma dependéncia no sentido atual e, além disso, as
relagdes funcionais ndo foram dadas analiticamente. Sem descri¢cdes analiticas
simultaneas, as representacbes graficas ndo poderiam ser usadas
adequadamente para explicar fenébmenos fisicos. No entanto, alguns
historiadores acreditam que ele antecipou Descartes na invencdo da geometria
analitica.

Embora ainda sem o rigor matematico que utilizamos atualmente,
notamos que os indicios de desenvolvimento da representacdo grafica
possibilitou um avanco no conceito de funcéo. As ideias-base de dependéncia,
correspondéncia e varidvel sdo essenciais e possiveis de ser notadas nas
representacdes graficas desenvolvidas por Oresme ao descrever a velocidade
em fungao do tempo, indicando, assim, a importancia dessas ideias-base para
o desenvolvimento e aprimoramento do conceito de funcao.

De acordo com Higueras (1993), Galileu (1564-1642), mais tarde,
proporcionou grande contribuicdo para a evolucdo do conceito de funcédo. Em
seus estudos, buscava resultados e relacfes que vém da experiéncia ao invés
daqueles que vém apenas da abstracdo. Para Galileu, a experimentacao foi
facilitada por novos instrumentos de medicdo e, assim, introduziu aspectos
guantitativos em campo, em gue antes eram apenas quantitativos. Galileu
observava os astros, fazia experimentos, anotava seus resultados em graficos
e tabelas e, em seus estudos, mostrou que existe dependéncia entre duas
variaveis. Ao contrario de Oresme, os gréaficos de Galileu vém de experiéncias
e da medicdo (HIGUERAS, 1993). Segundo Higueras (1993), os estudos
quantitativos de Galileu contribuiram grandemente para a evolucdo da nocédo
de funcdo. “[...] ele tinha o desejo de relacionar funcionalmente causas e
efeitos, e essa necessidade foi um fator essencial na concepcédo de variavel
dependente” (HIGUERAS, 1993, p. 164, grifos nossos).

René Descartes (1596-1650) também afirmou claramente que uma
equacdao em duas variaveis, geometricamente representada por uma curva,
indica uma dependéncia entre quantidades variaveis. Logo, a construcdo de
graficos passou a fazer parte das representa¢gdes das variaveis em um sistema
cartesiano de referéncia, em que um eixo representa as variaveis dependentes
e 0 outro representa as variaveis independentes (CIANI; NOGUEIRA; BERNS,
2019). A Figura 4 representa o sistema cartesiano usado até os dias de hoje.
Nele € possivel observar a variavel dependente, representada no eixo
horizontal (chamado de eixo x ou eixo das abcissas), e a variavel
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independente, representada no eixo vertical (chamado de eixo y ou eixo das
ordenadas). O ponto de intersecéo entre os eixos x e y é chamado de origem e
€ denotado por O.

Figura 4 - Modelo do plano cartesiano desenvolvido por René Descartes

2 x

Fonte: Autoras.

De acordo com Boyer (1996), Descartes considerou que, quando uma
equacdo contém duas grandezas conhecidas, h4 um lugar correspondente
entre elas, e o ponto extremo de uma dessas grandezas descreve uma linha
reta ou uma linha curva. Para Boyer (1996), essa proposi¢cdo constitui uma das
afirmagbes mais significativas da historia da matematica: ela introduz néo
apenas a geometria analitica, mas também a ideia de variavel algébrica.

Segundo Youschkevitch (1976), em paralelo ao trabalho de Galileu,
Francois Viete (1540-1603) utilizou uma linguagem simbolica para representar
variaveis, atribuindo uma nova interpretacdo para a funcionalidade. Para
Higueras (1993), os avanc¢os na notacao ajudaram a desenvolver a formulagcéo
do que agora consideramos variavel em uma funcdo ou incognita em uma
equacao.

A criacdo da algebra literal e simbdlica, juntamente com a extensao
correspondente do conceito de numero, até o final do século XVI, abarca néao
apenas todo o campo nos numeros reais, mas também dos numeros
imaginarios e complexos. De acordo com Youschkevitch (1976), este fato foi
preliminar na propria Matematica para a introducdo do conceito de funcédo
como uma relacdo entre conjuntos de niumeros em vez de quantidades. Essa
linguagem possibilitou expressar a ideia de generalizacdo da funcdo em
linguagem algébrica, 0 que representa um avanco para a formalizacdo do
conceito de funcao.

Foi possivel colocar no papel, de forma simbdlica, equacdes e
expressbes algébricas contendo quantidades desconhecidas e coeficientes
arbitrarios. No entanto, Viéte ndo usou sua descoberta notavel para promover o
conceito de funcdo. Logo descobriu-se que seu simbolismo possuia
deficiéncias e foi alterado por varios estudiosos, estendendo-se, entdo, para
além dos dominios da algebra e sendo usado no célculo infinitesimal.
Descartes, Newton, Euler e outros estudiosos participaram desse processo de
aperfeicoamento do simbolismo matematico (YOUSCHKEVITCH, 1976).

A partir do inicio do século XVII, a nova concepcdo das leis
quantitativas da natureza, como estabelecendo relacbes funcionais entre
valores numéricos de quantidades fisicas, vinha ganhando forca em medida
sempre crescente e tornando-se cada vez mais distinta. Nesse processo, a
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criagdo de um campo cada vez mais amplo de metrologia fisica com a
introducédo de medidas quantitativas de calor, pressao etc. desempenhou papel
importante. O mesmo aconteceu com o rapido ganho na precisdo de
experimentos e observacdes, ocasionado pela invencéo de varios instrumentos
cientificos. Como consequéncia de tudo isso, surgiu um novo método de
introducéo de funcdes, que se tornou, por muito tempo, o principal método em
matematica e, principalmente, em suas aplicacdes. O método analitico de
introducéo de funcdes por meio de férmulas e equacdes veio ao primeiro plano
(YOUSCHKEVITCH, 1976).

Ainda, segundo Youschkevitch (1976), foi com os trabalhos publicados
por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) que o método
analitico de introduzir funcdes por meio de férmulas e equacbes comecou a
ganhar destague. Foram eles que aplicaram a algebra a geometria,
descobrindo o mundo da representacédo analitica. Segundo Higueras (1993), a
geometria analitica passou a ser formada como método de expressdo das
relacbes numéricas das dimensdes, formas e propriedades dos objetos
geomeétricos, utilizando essencialmente o método das coordenadas.

A ideia de generalizacdo que, até entdo, era rudimentar, comecou a ser
formalizada. Contudo, a generalizacdo das leis quantitativas em termos
matematicos, simbadlicos e algébricos ocorreu de maneira lenta, na historia.
Somente a partir disso a funcédo adquiriu uma formalizacdo, o que revolucionou
a Matematica e fez com que a funcdo assumisse lugar de destaque no meio
das ciéncias exatas (YOUSCHKEVITCH, 1976). A ideia de generalizac&o
acompanhou a génese do conceito, quando ainda era rudimentar, informal, e
esta presente em sua formalizacao.

De acordo com Ciani, Nogueira e Berns (2019), em 1637, René
Descartes apresentou ideias mais proximas ao conceito atual de funcao, ao
estabelecer a interdependéncia entre os valores de um ndmero x e qualquer
poténcia de x. Segundo Youschkevitch (1976), Descartes apresentou, pela
primeira vez e de forma clara, que uma equagdo em x € y € um meio para
introduzir uma dependéncia entre quantidades variaveis, de modo a permitir o
calculo dos valores de uma delas correspondendo a um dado valor de outro:

A introducdo de funcdes na forma de equag¢des causou uma
verdadeira revolugdo no desenvolvimento da matemética. O
uso de expressfes analiticas, as operacdes com as quais sao
realizadas de acordo com regras estritamente especificadas
conferia uma caracteristica de calculo regular ao estudo das
funcbes, abrindo, assim, horizontes inteiramente novos
(YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 53, tradug&o nossa).

Além disso, “[...] a convengdo do uso das primeiras letras do nosso
alfabeto para indicar constantes e as Ultimas letras para indicar variaveis
comecgou com Descartes em La géométrie” (EVES, 2004, p. 388). Devem-se
também a Descartes nossa atual notacéo para poténcias e a concepcao de que
uma letra pode representar qualquer quantidade, positiva ou negativa. Ainda
encontramos em Eves (2004) informagOes de que o0s primeiros registros da
palavra "funcdo” teriam sido feitos por Leibniz, em agosto de 1673. Em 1694,
em uma carta para Jean Bernoulli, Leibniz utiliza os termos '"variavel
independente” e "functio”. Nesse caso, Leibniz utilizou a expresséao "fungéao"
para designar quantidade associada a uma curva, como as coordenadas de um
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ponto da curva e o comprimento de uma tangente a curva. Ele também
introduziu os termos "constante”, "variavel" e "parametro”.

Segundo Ponte (1984), com o desenvolvimento do estudo de curvas
por métodos algébricos, um termo para representar quantidades que eram
dependentes de uma variavel por meio de uma expressdo analitica era cada
vez mais necessario. Finalmente, o termo "funcédo" foi adotado para esse fim
em uma correspondéncia trocada entre Leibniz e Jean Bernoulli.

Em 1718, Bernoulli publicou um artigo que teve ampla divulgacédo, o
qual continha a definicho de uma funcdo de uma varidvel como uma
guantidade que é composta de alguma forma a partir de variaveis e constantes.
Entretanto, com o avango da Ciéncia, essa definicdo se mostrou insuficiente,
pois era necessario evidenciar a dependéncia entre duas variaveis. Nesse
tempo, houve a unido dos campos geométrico e analitico (CARACA,
1963). Leonard Euler (1707-1783), em 1750, contribuiu para a definicdo de
Bernoulli, acrescentando o termo ‘“"expressdo analitica”, em vez de
"quantidade”. Boyer (1996) afirma que se deve a Euler a notagéo f(x) para uma
funcdo em x. Fourier também contribuiu para o desenvolvimento do conceito de
funcdo. Ele estudou o fluxo de calor nos corpos materiais e, para tanto,
considerava a temperatura como funcdo de duas varidveis, o tempo e o
espaco.

De acordo com Ponte (1984), a nocado de funcao foi identificada na
pratica com a nocdo de expressdo analitica. Essa formulacdo logo levou a
varias incoeréncias. Na terminologia atual, podemos afirmar que a defini¢cdo de
Euler incluia apenas as fungbes analiticas, um subconjunto restrito da pequena
classe de func¢des continuas. Ciente dessas deficiéncias, Euler propds uma
definicdo alternativa que néo atraiu muita atencdo no momento. No que diz
respeito a matemética convencional, a identificacdo de funcdes com
expressdes analiticas permaneceria inalterada por todo o século XVIII. No
século XIX, entretanto, a nocdo de funcdo sofreu ampliacdes sucessivas e
esclarecimentos que mudaram profundamente sua natureza e significado.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) separou, em 1837, o
conceito de funcdo de sua representacdo analitica, lancando a definicdo de
funcdo em termos de uma correspondéncia arbitraria entre as variaveis que
representam conjuntos numéricos. Dessa forma, uma fungao “[...] passou a ser
entendida também como uma relacdo entre dois conjuntos, de modo que a
cada valor da variavel independente era possivel associar um unico valor da
variavel dependente” (PIRES, 2016, p. 8, grifos nossos).

No século XIX e inicio do século XX, o conceito de funcdo passou por
alguns refinamentos e apresentou descobertas referentes as funcdes
continuas, diferenciaveis e descontinuas em determinados pontos. Dentre as
contribuicbes para a evolucdo do conceito de fungédo no inicio do século XX,
Pires (2016) cita aquela dada pelo grupo Bourbaki, que consistia em um grupo
de jovens franceses com o compromisso de (re)organizar toda a Matematica
conhecida até o momento. Bourbaki publicou, em 1939, o primeiro livro da
colecdo Théorie des Ensembles, que contém a seguinte definicdo de fungéo:

Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagéo
entre uma variavel x de E e uma variavel y de F chama-se
relacdo funcional em vy, ou relacédo funcional de E em F, se,
qualquer que seja x de E, existe um elemento y de F, e
somente um, que esteja na relagdo considerada com x. Da-se
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0 nome de funcdo a operacdo que associa a todo elemento x
de E o elemento y de F que encontra na relagdo dada como x;
diz-se que y é o valor da funcdo para o elemento x, e que a
funcdo estd determinada pela relacdo funcional considerada.
Duas rela¢cbes funcionais equivalentes determinam a mesma
funcdo (BOURBAKI, 1990, p. 6, apud Pires, 2016, p. 10).

Ao analisar a definicdo estabelecida por Bourbaki, é possivel identificar
a presenca das ideias-base na definicdo do conceito de funcdo. Nesse caso, a
funcao representa uma operacéo que faz cada elemento x de E corresponder a
um anico elemento y de F; desta forma, a variavel y € dada em uma relacéo de
dependéncia com a variavel x. Além disso, por meio da operacao definida entre
0S conjuntos mencionados, a relacdo entre essas variaveis apresenta uma
regularidade, sendo possivel estabelecer uma generalizagdo que representa a
relacdo de correspondéncia entre as variaveis desses conjuntos.

Esta interpretacdo advinda da definicdo do conceito de funcéo permite
afirmar que as ideias-base — correspondéncia, dependéncia, variavel,
regularidade e generalizacdo - estao presentes em todo tipo de funcgéo.

A definicdo de Bourbaki, além de trazer a questdo da unicidade de v,
faz uma distincdo entre relacdo funcional e funcdo. De acordo com Pires
(2016), apesar dos avancos que a representacdo algébrica de funcédo
proporcionou para o desenvolvimento de tal conceito, ela também contribuiu
para um dos obstaculos epistemoldgicos intrinsecos a esse conceito: a ideia de
gue apenas relacdes que pudessem ser descritas por expressdes analiticas
poderiam ser chamadas de fungdo. Esse obstaculo s6 foi superado quando
Riemann-Dirichlet, no século XIX, separou o conceito de funcédo da expressao
analitica e definiu funcdo como uma correspondéncia arbitraria entre variaveis
gue representam conjuntos NnUMEricos.

Youschkevitch (1976) observa que a regra funcional mencionada na
definicdo pode ser introduzida em varias formas: verbalmente; por uma tabela
de valores de x e y; por uma expressao analitica; por um grafico, etc., sujeita
apenas a condicdo de que essa regra seja definida e, uma vez que o valor de x
seja dado, suficiente para encontrar y. Ao longo do processo histérico de
desenvolvimento do conceito de funcéo, foi possivel observar as ideias-base
presentes em cada uma dessas formas de mencionar a relagéo funcional.

Ciani, Nogueira e Berns (2019) mencionam que na definicdo de
Riemann-Dirichlet, citada anteriormente, aparece a palavra "conjunto"; no
entanto, a nocdo ainda era de varidveis representativas de conjuntos
numericos, ja que nao existia a Teoria dos Conjuntos desenvolvida por Cantor
(1845-1918). A partir dessa teoria, as funcdes foram definidas em termos de
pares ordenados de elementos de conjuntos, permitindo que esses elementos
ndo fossem necessariamente numeros. Entdo, se f é uma funcéo e (a, b) € f,
escreve-se b = f(a), em que o conjunto A chama-se dominio de uma funcéo e
0 conjunto B chama-se imagem de uma fungéo (EVES, 2004).

A definicdo de fungao “[...] adquiriu, entdo, uma forma eminentemente
matematica e o conceito de funcdo possui, hoje, uma amplitude tal que
independe da natureza do campo em que é aplicado” (CIANI; NOGUEIRA;
BERNS, 2019, p. 46). Segundo Ponte (1984), a evolucdo da funcao
continuou. Da nocdo de correspondéncia, os matematicos mudaram para a
nocéao de relacéo.
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Caraca (1963) apresenta, ainda, uma definicdo de funcéo usada até os
dias de hoje: sejam x e y duas variaveis representativas de conjuntos de
nameros, diz-se que y é funcdo de x e escreve-se y = f(x) se entre as duas
variaveis existe uma correspondéncia univoca no sentido de x — y. A x chama-
se variavel independente e a y variavel dependente. Na definicdo de funcao
apresentada pelo autor também se nota a presenca das ideias-base, pois aqui
a funcao faz corresponder as variaveis de dois conjuntos estabelecendo uma
relacdo de dependéncia entre elas. A generalizagdo decorre da regularidade
estabelecida entre as variaveis dependente e independente. Contudo, as
funcbBes ja ndo sdo apenas previsdes, 0 grau de generalizacdo das funcbes
supera o real e exige que a abstracédo seja fundamental no entendimento desse
conceito (NOGUEIRA, 2014).

4. Consideracdes finais

Neste ensaio, a intensdo foi apresentar um estudo histérico e
epistemoldgico acerca da construcado do conceito de fungéo, explicitando suas
"ideias base" — correspondéncia, dependéncia, variavel, regularidade e
generalizacao.

O estudo apresentado mostra que ideias de funcdo, tais como
correspondéncia, dependéncia, variavel e regularidade, estiveram presentes
desde as escritas em tabletes de argila, feitas pelos povos babil6nios por volta
de 2.000 a. C. Ja a ideia de generalizacdo foi a ultima das ideias-base
notadamente explicitada no processo histdrico de construcdo do conceito de
funcao.

Apesar de os primeiros indicativos de ideias de funcdo serem
identificados ha 2.000 a.C., para a formalidade do conceito de funcdo foram
essenciais 0 estabelecimento de simbolos, da representacdo grafica e da
formalizacdo da ideia de generalizacéo.

Afinal, foi somente a partir do século XVII, com o desenvolvimento da
ideia de generalizacdo que o conceito de funcdo atingiu um grau de
formalidade. Segundo Youschkevitch (1976), foi com os trabalhos publicados
por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) que o método
analitico de introduzir func6es por meio de formulas e equacdes comecgou a
ganhar destaque. A ideia de generalizacdo, que até entdo era rudimentar,
comecou a ser formalizada. Somente a partir da generalizagcdo das leis
guantitativas, em termos matematicos, simbdlicos e algébricos que a funcéo
adquiriu uma formalizacdo e assumiu lugar de destaque no meio das ciéncias
exatas (YOUSCHKEVITCH, 1976).

Pesquisas (REZENDE, NOGUEIRA, CALADO, 2020; CALADO, 2020)
mostram que, dentre as ideias-base de funcdo, a generalizacdo € a mais
complexa, sendo um dos principais motivos de dificuldades de compreensao do
conceito de funcdo por estudantes da Educagdo Béasica. Uma hipotese € que
tal dificuldade manifestada pelos estudantes seja reflexo do longo periodo que
a nocao de generalizagao levou para a sua formalizacao.

Desta forma, concordamos com Ciani, Nogueira e Berns (2019), que é
essencial que o professor compreenda o longo processo de estabelecimento
do conceito de funcdo para entender que a formacdo deste conceito pelos
alunos também é um processo complexo e demorado a ser desenvolvido no
decorrer da escolarizagcdo. Neste sentido, ressaltamos a importancia de as
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ideias-base do conceito de fungéo serem exploradas a partir dos Anos Iniciais
do Ensino Fundamental.
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