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Resumo

Apresentamos neste artigo uma proposta didatico-pedagogica para o ensino do conceito de
Probabilidade Geométrica por meio do uso de fractais. Para isso, formulamos problemas que,
ao serem resolvidos pelos alunos, podem leva-los a construcao ou reconstrucao do conceito de
Probabilidade Geométrica. Num primeiro momento, os problemas t€ém como propdsito ensinar
Matematica. Os problemas foram formulados utilizando fractais, como por exemplo, o Triangulo
de Sierpinski. Apos o trabalho com os problemas, o professor devera sistematizar os conceitos
estudados mediante o formalismo e o rigor caracteristicos dessa ciéncia. Os temas explorados
foram a defini¢ao de Probabilidade Geométrica e problemas envolvendo os conceitos de Evento
Complementar, Unido de dois Eventos e o conceito de Probabilidade Condicional. Os problemas
aqui apresentados sdo originais e podem fornecer subsidios para os professores do Ensino
Médio que trabalham, ou que desejam trabalhar com conceitos de Probabilidade Geométrica.

Palavras-chave: Ensino; Probabilidade Geométrica; Resolucao de Problemas; Fractais e
Triangulo de Sierpinski.

Abstract

In this paper we present a pedagogical purpose for the geometrical probability teaching
using fractals. For that, some problems were elaborated with the proposed of conduce the
students in construction of geometrical probability concept. Firstly, the problems has the
purpose teach mathematics. The problems were elaborated with the use of fractals, like
The Sierpinski triangle. After the work with the problems, the teacher must systematize the
concepts that were studied for means of the mathematics formalism and mathematics rigor.
The themes explored were geometrical probability definition and problems that involved
the complementary event concept, union of two events and conditional probability concept.
In this work, we present problems originals that can offer aid possibility to the high school
teachers that work or that wish work with the geometrical probability concept.

Keywords: Theaching; Geometric Probability; Problem Solving; Fractals and Sierpinski’s
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Introducao

Os fenOmenos aleatdrios sao inerentes as nossas vidas e aparecem em muitas
situagOes cotidianas ou de nossa vida profissional. Como exemplos, podemos citar:
a previsao do tempo, um diagnoéstico médico, o estudo da possibilidade de contratar
ou nao um seguro de vida, o nimero de acidentes em uma cidade, etc.

A Probabilidade é o ramo da Matematica que estuda os fendmenos aleatorios e deve
ser apresentada aos alunos desde seus diferentes enfoques, que estao relacionados
e aportam as diversas partes necessarias para a compreensao global do conceito.
Um enfoque puramente experimental do ensino de probabilidade nao é suficiente.
Um conhecimento genuino de probabilidade so6 se alcanga com o estudo de alguma
probabilidade formal, ainda que este estudo deva ser gradual e apoiado na experiéncia
estocéstica dos estudantes (BATANERO, 2006).

No Brasil, o conceito de Probabilidade Geométrica geralmente nao é apresentado
nos livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio. Lima (2001), em uma analise
de 12 colegoes de livros didaticos de Matematica utilizados nos trés anos do Ensino
Médio das escolas brasileiras, encontrou o topico Probabilidade Geométrica em
apenas uma delas. Entretanto, em congressos recentes sobre Educacao Matematica
realizados em nosso pais, tém sido apresentados e discutidos alguns trabalhos sobre
o tema Probabilidade Geométrica, como é o caso de Abe e Bittar (2010), Ferreira et al.
(2010), Neves, Contini Neto e Mendonca (2011) e Junqueira, Campos e Watabe (2011).
Além disso, na Revista do Professor de Matematica, publicada pela Sociedade Brasi-
leira de Matemaética, também podemos encontrar alguns artigos sobre Probabilidade
Geométrica: Paterlini (2002), Tunala (1992) e Wagner (1997).

Nao € objetivo deste artigo discutir as razdes pelas quais o conceito de Probabili-
dade Geométrica é pouco estudado no Ensino Médio brasileiro. Porém, entendemos
que o conceito de probabilidade geométrica é adequado para introduzir, no Ensino
Médio, a importante no¢ao de probabilidade continua.

Em problemas de probabilidade geométrica, os possiveis acontecimentos podem
ser representados por pontos de um segmento de reta, por figuras planas ou ainda por
solidos. Como o nimero de acontecimentos é usualmente nao contavel, nao podemos
definir probabilidade como a razao entre os casos favoraveis e o ntimero total de casos.
Todavia, podemos ainda definir a probabilidade de um evento de uma maneira natural
e calcula-la segundo consideracoes geométricas (EISEN, 1969).

Parece consenso que a nocao de Probabilidade Geométrica foi introduzida pelo
matematico e naturalista francés Georges Louis Leclerc, o conde de Buffon. Em 1777,
Buffon apresenta em seu Essai dArithmétique Morale o seguinte problema que ficou
conhecido como o Problema da Agulha de Buffon: “Considerando-se uma familia
de retas paralelas em R2 , em que duas paralelas adjacentes arbitrarias distam de a
unidades. Tendo-se langado, ao acaso, sobre o plano, uma agulha de comprimento [ (
< a), determinar a probabilidade de que a agulha intercepte uma das retas.” Segundo
Tunala (1992), para um grande nimero de lancamento da agulha, a solucao desse
problema nos sugere um método experimental para o calculo do valor aproximado
de p.
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No mesmo livro citado anteriormente, Buffon discute o Jogo dos Discos: “Em um
plano pavimentado com quadrados de lado [ é lancado aleatoriamente um disco de
diametro d. Qual a probabilidade de o disco, depois de pousar no plano, nao intersectar
e nem tangenciar os lados de quadrado algum?”. Esse jogo era bastante apreciado
e jogado pelas criancas francesas do século XVIII (PATERLINI, 2002). O Jogo dos
Discos é também conhecido como Jogo dos Ladrilhos ou ainda como Franc-Carreatu.

Coutinho (2005) apresenta um trabalho com enfoque experimental, em ambiente
informatizado, no qual os alunos utilizam o software Cabri-Géometre II na simulacao
do jogo de Franc-Carreau para estimar a Urna de Bernoulli que melhor o representa.
A autora manifesta que foram obtidos bons resultados com a modelizacao do jogo de
Franc-Carreau. Suas analises mostram que os alunos aceitam a utilizacao do modelo
pseudoconcreto, Urna de Bernoulli, para representar o jogo de Franc-Carreau e, sao
capazes de formular uma composi¢ao para essa urna, valendo-se da associacao entre o
jogo e o sorteio em um pote com contas coloridas e com o sorteio de um pixel ao acaso
em uma figura-Cabri. Essas experiéncias foram realizadas com alunos franceses que
frequentavam o que corresponde ao ultimo ano do Ensino Fundamental e primeiro
ano do Ensino Médio do Brasil.

Os trabalhos de Gomes, Salvador e Paez (2010) e Weiss et al. (2011) mostram o
uso de fractais em salas de aula da educacao basica. A geometria fractal, por meio de
conexoes e da interdisciplinaridade, apresenta um potencial histérico e cultural para
explorar conteidos mateméticos como, por exemplo, a Probabilidade Geométrica.
Especificamente, a Historia da Matematica nos possibilita ter uma visao abrangente
dessa ciéncia para relacionar tais contetados.

O objetivo principal deste artigo € mostrar que o fractal conhecido como Triangulo
de Sierpinski pode ser utilizado, com a formulacao de problemas adequados, para a
introducao do conceito de Probabilidade Geométrica e também para o trabalho com
o conceito de Probabilidade Condicional.

Um breve histdrico sobre a teoria das probabilidades e da geometria fractal

Durante o século XVI alguns eruditos italianos iniciaram estudos sobre as proba-
bilidades em relacao ao jogo de dados. Em 1494, L. Pacioli (1445 — 1514) publica sua
obra Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionlita, que também
discute os jogos de azar. No tratado Liber de Ludo Aleae, de 1576, s6 publicado em
1663, G. Cardano (1501 — 1576) enuncia regras validas para solucionar problemas
de jogos de dados e tece algumas consideracoes em relacao a precaucoes para evitar
armadilhas nos jogos de azar. Em 1653, B. Pascal (1623 — 1662) escreve o Traite du
Triangle Arihtmétique que descreve e demonstra algumas propriedades e aplicacoes
do triangulo de pascal, ja conhecido pelo matematico chinés Zhu Shiji (1260 — 1320)
e M. Stifel (1487 — 1567). Porém, o estudo sistematico do calculo de probabilidade
surge em 1654, em virtude da troca de correspondéncias entre B. Pascal e P. Fermat
(1601 — 1665), por causa de dois problemas: 1) o problema dos dados - quantas vezes
deve-se lancar um par de dados antes que se obtenha um duplo seis; 2) o problema
dos pontos - como dividir as apostas de dois jogadores, quando o jogo de dados nao
terminou.
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Para resolver esses problemas, ainda que nao tenha obtido uma solucao completa,
Pascal relacionou-os com o estudo do triangulo aritmético. Em relacao aos dois
problemas, nem Pascal ou Fermat publicaram seus resultados sobre esse assunto;
porém, C. Huygens (1629 — 1695) interessou-se pelo tema discutido e publicou, em
1657, alguns problemas de Fermat e Pascal, acrescentando outros, em um breve tratado
intitulado De Ratiociniis in Ludo Aleae.

Em sua obra péstuma, Ars Conjectandi, publicada em 1713, Jakob Bernoulli (1654
— 1705) fornece uma contribuicao importante a teoria das probabilidades, por apre-
sentar estudos sobre permutacoes, combinagoes, solugoes de diversos problemas sobre
jogos de azar, além do teorema que leva seu nome e que se refere a lei dos grandes
ntmeros, e propoe aplicacoes dessa teoria a temas de ordem civil, moral e economica.

Em 1711, A. De Moivre (1667 — 1754), publicou um trabalho intitulado De Mensure
Sortis, seu, de Probabilitate Eventuum in Ludis a Casu Fortuito Pendentibus que
expoe suas ideias principais sobre as leis do azar; em 1718, publicou seu notéavel tratado
The Doctrine of Chances: or, a Method of Calculating the Probabilities of Events in
Plays e, em 1730, Miscellanea Analytica de Seriebus et Quadraturis. Nesses trabalhos,
De Moivre deixou preciso os principios do calculo de probabilidades, desenvolveu uma
teoria de sucessoes recorrentes, resolveu problemas relacionados com dados, urnas
e partidas, estudou a teoria de permutacoes e combinacoes com base nos principios
de probabilidades, encontrou extensdes do teorema de Bernoulli, enunciou a regra
de probabilidade composta, demonstrou o teorema central do limite aplicado ao
lancamento de uma moeda e descobriu a distribuicao normal de frequéncia.

L. Euler (1707 — 1783) enriqueceu alguns ramos da matematica pura e aplicada e,
em especial, contribuiu para a teoria de probabilidades com a publicacao de varios
trabalhos: Calcul de la Probabilité dans Jeu de Rencontre (1751), Recherches Géné-
rales sur la Mortalité et la Multiplication du Genre Humain (1760), Sur la Probabilité
des Séquences dans la Lotterie Génoise (1765) e Solution d'une Question tres Difficile
dans le Calcul des Probabilités (1769). J. R. d’Alembert (1717 — 1783), de 1751 a 1772,
colaborou ainda com D. Diderot (1713 — 1784) nos vinte e oito volumes da célebre
Encyclopédie Méthodique e, num artigo que trata de probabilidade, d’Alembert
escreveu Reflexions sur le Calcul des Probabilités.

Thomas Bayes (1702 — 1761) estudou o problema da determinacao da probabilidade
das causas mediante os efeitos observados e deduziu o teorema que leva seu nome,
que se refere a probabilidade condicional e a sua inversa, publicado no Essay Towards
Solving a Problem in the Doctrine of Chances, em 1763.

G. L. Leclerc (1707 — 1788), conde de Buffon, ficou conhecido pelos varios volumes
de sua obra denominada Histoire Naturelle, Générale et Particuliere. Porém, por seu
interesse especial pela Matematica, publica em 1777 seu Essai dArithmétique Morale.
Nesse trabalho, distingue certeza fisica e certeza moral e utiliza a geometria como
instrumento da teoria de probabilidades.

P. S. Laplace (1749 — 1827), em sua obra Théorie Analytique des Probabilités,
publicada em 1812, expoe os principios gerais da teoria de probabilidades e trata das
funcoes geratrizes com uma e duas variaveis, da teoria de aproximacao, da integracao
por aproximacao, da probabilidade de eventos compostos, da probabilidade de erros
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e de diversas aplicacoes da probabilidade. Desse modo, Laplace realizou importantes
contribuic¢des ao calculo de probabilidades.

S. D. Poisson (1781 — 1840), em seu tratado Recherches sur la Probabilité des
Jugments, de 1837, aborda a conhecida distribuicao de Poisson. J. H. Poincaré (1854
— 1912) e E. Borel (1871 — 1956) que, por sua vez, se destacaram por seus estudos
sobre probabilidade.

As pesquisas do matematico russo P. L. Chebyshev (1821 — 1894) possibilitaram
uma construcao da teoria de probabilidades com um aparato da analise matematica,
estabelecendo definicoes rigorosas das propriedades das esperancas matematicas e
encontrando uma formulacao geral para a lei dos grandes ntimeros. Também intro-
duziu a desigualdade, o polindmio e o teorema de Chebyshev e deu uma demonstragao
geral do teorema do limite central. Tais contribui¢des sao notaveis porque se referem
a teoria de erros (introduzida por Laplace) e as propriedades da convergéncia em
probabilidade.

Os discipulos de Chebyshev, A. A. Markov (1856 — 1922) e A. M. Liapunov (1857
— 1918), desenvolveram algumas de suas pesquisas em teoria de probabilidades; o
primeiro, na teoria das cadeias de Markov e o segundo, no método das funcoes carac-
teristicas. Um estudo aprofundado sobre a teoria de probabilidades foi efetuado por
Kolmogorov, em 1928, no qual encontrou condicées necessarias e suficientes para
a lei dos grandes ntimeros e a lei de iteracao logaritmica para as somas de variaveis
aleatorias independentes. J4 em 1929, ele propoe um sistema de axiomas para a teoria
de probabilidades inspirado na teoria de medida e na teoria de funcées de variaveis
reais e a formaliza em 1933; nesse mesmo ano, publica o livro Fundamentos do
Calculo de Probabilidades.

Uma historia sobre a teoria matematica das probabilidades do tempo de Pascal a
Laplace pode ser encontrada em Todhunter (1865).

Na Matematica do final do século XIX e inicio do século XX surgiram algumas
pesquisas sobre conjuntos de pontos do plano euclidiano, considerados pelos mate-
maticos desse periodo como bizarros e estranhos.

Em 1834, B. Bolzano (1781 — 1848) construiu uma funcao continua num intervalo
que nao tinha derivada em ponto algum desse intervalo e, em 1874, K. Weierstrass
(1815 — 1897) também constroi a sua funcao com essas caracteristicas.

Em 1890, o artigo de G. Peano (1858 — 1932), intitulado Sur une courbe, qui remplit
toute une aire plane, apresentou a curva de Peano. Um ano mais tarde, D. Hilbert
(1862 - 1943) publica Uber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flichenstiick, no
qual explora uma variante da curva de Peano. Em um trabalho publicado em 1883,
Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeitene, G. Cantor (1845 — 1918) estuda
as propriedades de um conjunto de ponto. A curva de Koch, inventada em 1904 por
H. Von Koch (1870 — 1924), aparece no trabalho intitulado Une méthode géométrique
élémentaire pour létude de certaines questions de la théorie des courbes planes. Os
estudos de G. M. Julia (1893 — 1978) e P. J. L. Fatou (1878 — 1929) abordam o mape-
amento do plano complexo e fungdes iterativas. Nos trabalhos Sur une courbe dont
tout point est un point de ramification e Sur une courbe cantorienne qui contient
une image biunivoquet et continue detoute courbe donnée de W. Sierpinski (1882 —
1969), publicados em 1915 e 1916, aparece o famoso triangulo que leva seu nome e F.
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Hausdorff (1868 -1942) estabelece, em 1919, uma definicao alternativa para a dimensao
de conjuntos arbitrarios de R™.

Porém, a comunidade Matematica desse periodo se referia a essas curvas como
“monstros patologicos” e nao via relevancia alguma nesses estudos para o mundo
real. Atualmente, € evidente o equivoco dessa visdo, uma vez que a estrutura fractal
parece compor toda a natureza viva, desde a constituicdo microscopica de nosso
planeta e das trajetorias das particulas elementares, até a espantosa vastidao de aglo-
merados de galaxias do Universo. A Geometria Fractal, ramo da Matematica, é um
legado histérico estabelecido por uma gama de matematicos e que foi desenvolvida
pelos importantes trabalhos de Benoit B. Mandelbrot (1924 — 2010). As pesquisas
sobre geometria fractal tém sido uma fonte inesgotavel de ideias tteis para diversos
campos do conhecimento cientifico. Essas investigacoes vém trazendo contribuicoes
em diferentes areas da ciéncia, em particular, na Fisica, na Biologia, na Quimica, na
Geografia, na Economia, na Astrofisica e nas Engenharias.

Uma das caracteristicas de um conjunto fractal é a autossimilaridade, isto é, ele
apresenta certas complexidades, como a de que geralmente subconjuntos se repetem
em diferentes escalas dentro dele mesmo (comportamento este diferente da geome-
tria euclidiana), que podem ser vistos mediante um sistema de funcgoes iteradas, cuja
exploracao € facilitada com o auxilio de programas computacionais. Um fractal pode
ser visto como um conjunto invariante ou de pontos fixos (atratores) de um conjunto
de fungoes iteradas de um espaco métrico nele mesmo. Mandelbrot definiu um fractal
como um conjunto cuja dimensao de Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a
dimensao topologica. A dimensao de Hausdorff, que nos da a nocao da medida da
“densidade” ou “raridade” de um conjunto, exige estudos avancados da teoria da
medida, e a dimensao topologica requer estudos de topologia e dos espacos métricos
(EDGAR, 2000).

A geometria fractal é um importante ramo da investigacdo matematica, sendo
fonte de pesquisas, como o estudo geométrico de atratores cadticos que aparecem em
sistemas dinamicos e com aplicacGes em varias areas da ciéncia como, por exemplo,
em modelos para reconhecimento de padroes, na compressao de arquivos (imagens),
na deteccao automatica de falhas em produtos industriais, na analise da rugosidade
e medicao da densidade de objetos, na evolucao da economia e de populacoes, das
oscilagoes do coracdo, de problemas ecolégicos e demais formas da natureza que
apresentam irregularidades.

O leitor interessado em uma leitura mais aprofundada sobre a geometria fractal
pode consultar, por exemplo: Mandelbrot (1983), Barnsley (1988), Falconer (1990) e
Peitgen (2004).

Definicao de Probabilidade Geométrica

Considerando o objetivo deste artigo, vamos apresentar uma proposta didatico-
-pedagogica na qual o conceito de Probabilidade Geométrica é sistematizado por
meio do uso de fractais. Basicamente, utilizamos problemas envolvendo fractais,
cujas resolucoes podem levar os alunos a construir ou reconstruir o conceito de
Probabilidade Geométrica. Assim, num primeiro momento utilizamos o problema
para ensinar Matematica.

Revista Eletronica de Educagao, v. 7, n. 3, p.47-62 ISSN 1982-7199 | Disponivel em: http://www.reveduc.ufscar.br



0 ensino de probabilidade geométrica por meio de fractais e da resolugdo de problemas 53

Nossa proposta esta de acordo com o estabelecido por Van de Walle,

Os estudantes devem resolver problemas ndo para aplicar matematica, mas para
aprender nova matematica. Quando os alunos se ocupam de tarefas bem escolhidas
baseadas na resolugdo de problemas e se concentram nos métodos de resolucgéo, o
que resulta sao novas compreensoes da matematica embutida na tarefa (VAN DE
WALLE, 20009, p. 58).

Um problema voltado para a aprendizagem matemaética deve conter as trés
seguintes caracteristicas basicas:

« o problema deve comecar onde os alunos estao;

0 aspecto problematico ou envolvente do problema deve estar relacionado a
matematica que os alunos vao aprender;

« a aprendizagem matematica deve requerer justificativas e explicacoes para as
respostas e os métodos (VAN de WALLE, 2009, p. 57-58).

O conceito (defini¢ao) de Probabilidade Geométrica podera ser sistematizado com
a solucao dos dois seguintes problemas.

Problema 1. Considere um tridngulo equilatero. Determine os pontos médios de
cada um de seus lados. Construa um novo triangulo equilatero unindo esses pontos.
Esse novo triangulo central, interno ao triangulo original é chamado de buraco.
Escolhendo-se ao acaso um ponto no triangulo equilatero original qual a chance
desse ponto “cair” no buraco? Justificar sua resposta.

Comentarios e sugestaes.

Os alunos, em grupo, usando sua propria linguagem, deverdo apresentar suas
solucgoes. O professor deve acompanhar, intermediar e orientar o trabalho dos alunos,
mas nao oferecer a resposta, devendo responder uma pergunta com outras perguntas,
de forma a induzi-los no caminho da solucao.

Apbs o trabalho dos grupos, uma pequena plenaria liderada pelo professor devera
discutir as solucoes apresentadas, as certas e também as erradas, dando énfase ao
processo e as estratégias de resolucao (POLYA, 1973).

Em seguida, podemos sugerir a solugao apresentada no paragrafo a seguir, com base
na representacao geométrica descrita pelo problema, conforme a Figura 1. Podemos
também ressaltar a semelhanca dos triangulos e observar a area do triangulo inicial
e a do buraco triangular formado.

O triangulo equilatero original foi dividido em quatro novos tridngulos equila-
teros de mesma area. Como o buraco corresponde a um desses quatro triangulos,
entao temos uma chance em quatro de “cair” no buraco, se escolhermos ao acaso um
ponto do triangulo original. A chance do ponto escolhido ao acaso estar sobre um dos
triangulos restantes é 3 em 4. Finalmente, propomos uma discussao para verificar
se o resultado parece razoavel para os alunos.
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Figura 1 - Representagio geométrica para o Problema 1.

Problema 2. Considere agora um quadrado. Divida cada lado desse quadrado em
trés segmentos congruentes, de forma que o quadrado inicial se divida em 9 quadrados
menores. Chamamos de buraco o quadrado interno central. Escolhendo-se ao acaso
um ponto no quadrado inicial qual a chance desse ponto “cair” no buraco? Justificar
sua resposta.

Comentarios e sugestaes.

Sao validas aqui as mesmas consideracoes feitas para o Problema 1. Uma forma
de apresentar a solucao é considerar a construcao geométrica. A Figura 2 descreve
essa representacao.

Figura 2 - Representacao geométrica para o Problema 2.

Como o quadrado inicial foi dividido em nove quadrados menores de mesma area
e como o buraco é um desses quadrados, entao temos uma chance em nove do ponto
escolhido “cair” no buraco.

Apos o trabalho com os alunos, o professor podera ter mais facilidade para siste-
matizar o conceito de Probabilidade Geométrica. Observe que ja estamos usando
intuitivamente esse conceito quando dizemos uma “chance” em quatro ou uma
“chance” em nove, ou seja, ja estamos induzindo os alunos ao aparecimento de um
quociente.

Segundo Wagner (1997), se tivermos uma regiao B do plano, contida em uma
regido A, admitimos que a probabilidade de um ponto de A também pertencer a B
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¢é proporcional a area de B e nao depende da posicao que B ocupa em A. Portanto,
selecionando ao acaso um ponto de A, a probabilidade p de que ele pertenca a B sera:

_ areade A
areade B

Figura 3 - Regido B contida na regido A.

Existem varias maneiras de se introduzir o conceito de Probabilidade Geométrica.
Provavelmente, as mais utilizadas sdo a roleta circular (VAN DE WALLE, 2009, p.
510-512; JUNQUEIRA, CAMPOS e WATABE, 2011), o geoplano (SILVA, CAMPOS e
ITACARAMBI, 2008; NEVES, CONTINI e MENDONCA, 2011) e o uso de compri-
mentos de segmentos e areas de figuras planas (WAGNER, 1997; PATERLINE, 2002).

Considerando que a Geometria Fractal é um conhecimento matematico relativa-
mente novo e dificilmente inserido na Educacao Basica, Weiss et. al. (2011) apontam a
Geometria Fractal como alternativa para trabalhar com conceitos geométricos, como
areas e comprimentos, e também como um contetido que possibilita o desenvolvimento
de um trabalho interdisciplinar com aplica¢des na Biologia, nas Artes e na Medicina.

Associamos, neste trabalho, o uso de fractais com o conceito de probabilidade na
concepcao geométrica. Desta forma, integramos um contetido relativamente novo
— fractais — a um assunto cada vez mais presente no dia a dia de todo cidadao — a
probabilidade. O uso da geometria fractal para o trabalho com o conceito de proba-
bilidade geométrica ainda nao foi considerado na literatura especializada.

Tomando-se por base a sistematizacdo do conceito, outros problemas podem e
devem ser considerados. Observe que, inicialmente, usamos o problema para a cons-
trucao ou reconstrucao do conceito matematico de probabilidade, ou seja, usamos
o problema para ensinar Matematica. Agora, usaremos o conceito matematico para
resolver os problemas. A palavra “probabilidade” aparecera pela primeira vez no
Problema 3, a seguir.

No Problema 1, demos o primeiro passo da construcao do Triangulo de Sierpinski
e, no Problema 2, o primeiro passo para a constru¢ado do Tapete de Sierpinski.

Segundo Edgar (2000), a construcao do Triangulo de Sierpinski pode ser feita da
seguinte forma: comecamos com um triangulo equilatero de lado medindo 1 unidade;
o triangulo e sua regido interior sera chamado de S, . Esse triangulo sera subdividido
em 4 triangulos equilateros menores de lados medindo 1/2 unidade, por meio dos
pontos médios dos lados. A regido a ser removida € o interior do triangulo central
(seus lados e vértices permanecem). Apos esta remocao, o conjunto remanescente é
chamado de S,, o qual é um subconjunto de S,. Agora, cada um dos trés triangulos
restantes € dividido em triangulos ainda menores com lado medindo 1/4 unidade, e
os trés triangulos centrais sao removidos. O resultado é S.,um subconjunto de ..
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Continuamos dessa forma, obtendo uma sequéncia S, de conjuntos. O Triangulo de
Sierpinski é definido como o limite $, desta sequéncia de conjuntos, quando k¥ — .

Problema 3. Escolhendo-se ao acaso um ponto de S, calcular a probabilidade de esse
ponto pertencer a S, ?

Comentarios e sugestdes.

Neste caso, a construcao geométrica ainda é simples e pode auxiliar na solucao
do problema. A Figura 4 representa o segundo passo da construcao do Triangulo de
Sierpinski.

Figura 4 - Segundo passo do Triangulo de Sierpinski.

No inicio do segundo passo, cada um dos 3 tridngulos equilateros restantes sera
dividido em 4 novos triangulos equilateros menores de mesma area; temos assim, 12
novos triangulos com medida de lado igual a 1/4 =22. Como os tridngulos interiores
sdo removidos, restaram 9=32 tridngulos menores. Portanto, a probabilidade de
escolhermos um ponto ao acaso e ele cair no triangulo de Sierpinski é

. . Lo g2 (27)2, ]S
_ dreado Triangulo de Sierpinski 3 V4 9
p= dareade S, B /3 T 16
4
Outra solucdo. Temos, neste caso, 12 triangulos equilateros de mesma area, e 3
desses sao buracos. Agora, como a area do triangulo que define o buraco do primeiro

passo é 4 vezes a area de cada um desses novos triéngulos, teremos um total de 16
tridngulos equilateros de mesma area. Portanto, p = ¢ .

Problema 4. Escolhendo-se ao acaso um ponto de S, calcular a probabilidade de
esse ponto pertencer a .S; ?

Comentarios e sugestdes.

De modo analogo ao Problema 3, temos, neste caso, a probabilidade p, dada por:
3

_ dreado Triangulo de Sierpinski _ 3.2/ % _27 o 0%
areade S, \E 64 = 42,197
4
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Figura 5 - Terceiro passo do Tridngulo de Sierpinski.

A Figura 5 representa o terceiro passo da construcao do Triangulo de Sierpinski.

Poderiamos continuar questionando se, ao escolhermos ao acaso um ponto de Sy,
calcular a probabilidade desse ponto pertence a S., S;, etc. e generalizar, de acordo
com o Problema 5 a seguir.

Problema 5. Escolhendo-se ao acaso um ponto de S0 caleular a probabilidade de esse
ponto pertencer a .S, quando k—o0?

Comentarios e sugestaes.

Neste caso, os alunos deverao trabalhar com generalizagoes, ndo sendo mais
possivel o “apelo” geométrico. Cada conjunto S, consiste de 3" triangulos, com lado
de medida »+*. Assim, a area totalde s, é 3(27)". % , que converge para 0, quando
k — oo . Portanto,

. k
- are%igfdgksj ) _ \/% =0 (Evento Impossivel).
4

Da solucao do Problema 5, observamos que a area total do Tridngulo de Sierpinski
€ 0. Assim, escolhendo-se ao acaso um ponto de S, , a probabilidade desse ponto “cair”
em um buraco, quando k — «~ , é p = 1, ou seja, o Evento Certo.

Para os problemas a seguir, no segundo passo do Tridngulo de Sierpinski (Figura
4), vamos denominar o buraco maior, de area (2")2.4/% , por “buraco central”, e
cada um dos trés buracos menores, de area (2 *)*.,/ % , por “buraco lateral”. Assim,

apos o segundo passo da construcao do Triangulo de Sierpinski, temos um buraco
central e trés buracos laterais, em que a area do buraco central é igual a quatro vezes
a area de um buraco lateral.

Problema 6. Escolhendo-se ao acaso um ponto de S, , calcular a probabilidade desse
ponto “cair” em um buraco, ap6s o segundo passo da construcao do Tridngulo de
Sierpinski?
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Comentarios e sugestaes.

Da solucao do Problema 3 e observando-se que, o evento “cair” em um buraco, apos
o segundo passo da construcao do Triangulo de Sierpinski, corresponde ao evento
complementar do evento “o ponto pertence a.S.”, entdo p =1— % = % .

Outra solugdo. Vamos definir os seguintes eventos:

A = {o ponto escolhido “caiu” no buraco central, ap6s o segundo passo da cons-
trucao do Triangulo de Sierpinski};

B = {o ponto escolhido “caiu” em um buraco lateral, ap6s o segundo passo da
construcao do Triangulo de Sierpinski}.

Como estamos interessados em calcular a probabilidade do ponto “cair” em um
buraco, isto significa que o ponto pode “cair” no buraco central ou “cair” em algum
dos buracos laterais. Assim, necessitamos calcular P(A U B). Neste caso,

(2—1) 2 &
area de buraco central _ V4 _4

P(a)= areade S, \/E 16
4

7 o 3277 P
p(B) = drea dos buracos laterais _ V4 _3
areade S, \/3 16
4

Como os eventos A e B saio mutuamente exclusivos, ou seja, A | B =K, temos

entdo que P(AUB) = P(A)+P(B) :%+%+%'

Para a primeira solu¢ao do Problema 6, utilizamos o conceito de Evento Comple-
mentar e para a segunda solucdo, o conceito presente na Unido de dois Eventos.
(Observar o destaque dado ao “ou” na segunda solucao).

Para o trabalho com os seis problemas anteriores, utilizamos o conceito de
probabilidade geométrica na concepcao classica. Como ja mencionado, e conforme o
entendimento de alguns autores ja citados, para a apreensao do conceito de probabi-
lidade, outras concepcoes devem ser trabalhadas. Entendemos que no Ensino Médio,
faz-se necessaria também a apresentacao da probabilidade frequentista.

Ferreira et al. (2010) apresentam trés sequéncias de ensino para o trabalho do
conceito da Probabilidade Geométrica associada a concepc¢ao frequentista. Sao essas:
o problema do macarrao (WAGNER, 1997), o jogo dos discos (PATERLINI, 2002) e 0
problema da agulha de Buffon (TUNALA, 1992). Essas atividades apresentam também
as probabilidades teoricas (classicas) sem, no entanto, apresentarem a deducao mate-
matica de como foram obtidas.

Definicao de Probabilidade Condicional

Dentre os conceitos basicos de probabilidade, a condicional é a que acarreta maiores
dificuldades de compreensao por parte dos alunos. Para o trabalho com esse conceito,
Neves, Contini e Mendonga (2011) propoem trés atividades usando o geoplano e o
conceito de probabilidade geométrica.
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Junqueira, Campos e Watabe (2011) propoem uma atividade para trabalhar com
esse conceito. Utilizando uma roleta, as autoras formulam problemas que exploram
o conceito de probabilidade condicional.

Para a sistematizagao do conceito de Probabilidade Condicional formulamos alguns
problemas envolvendo o Triangulo de Sierpinski, cujas solu¢des podem levar os alunos
a compreenderem o conceito, mesmo antes de sua formalizagao pelo professor.

O enfoque aqui utilizado segue os pressupostos de Van de Walle (2009, p. 509).
Para ele, “como as ideias e métodos probabilisticos estdo cada vez mais predomi-
nantes no mundo atual”, a probabilidade “tem ampliado sua visibilidade e presenca
no curriculo escolar” e, para o seu ensino, “a énfase deve estar na exploracao em vez
de em regras ou defini¢oes formais”.

Problema 7. Escolhendo-se ao acaso um ponto de So , calcular a probabilidade de esse
ponto pertencer ao buraco central, ap6s o segundo passo da construcao do Tridngulo
de Sierpinski, sabendo-se que o ponto “caiu” em um buraco.

Comentarios e sugestaes.

O professor deve explorar o fato que, neste caso, temos a informacao que o ponto
“caiu” em um buraco. Essa informacao fornecida, a priori, reduz o Espaco Amostral.
Para o Problema 6, o ponto escolhido poderia “cair” em qualquer um dos 16 trian-
gulos equilateros de mesma area, buraco ou nao. Agora, ou o ponto “caiu” no buraco
central ou em um dos buracos laterais, isto €, temos a possibilidade do ponto cair em
um dos 7 triangulos equilateros que formam os buracos, lembrando que a 4rea do
triangulo que forma o buraco central corresponde a quatro vezes a area de cada um
dos tridngulos que definem os buracos laterais.

Assim, temos 4 chances em 7 do ponto pertencer ao buraco central, sabendo-se
que o ponto “caiu” em um buraco, apos o segundo passo da construcao do Triangulo
de Sierpinski. Portanto, neste caso, p = % .

Problema 8. Escolhendo-se ao acaso um ponto de S,, calcular a probabilidade de
esse ponto pertencer a um buraco lateral, ap6s o segundo passo da construcao do
Triangulo de Sierpinski, sabendo-se que o ponto “caiu” em um buraco.

Comentarios e sugestaes.

De forma analoga ao Problema 7 temos, neste caso, que p = % .

Apos o trabalho com problemas do tipo 7e 8, o professor podera ter mais facilidade
para sistematizar o conceito de Probabilidade Condicional.

Para o Problema 7, vamos definir os seguintes eventos:

A = {o ponto escolhido “caiu” no buraco central, apés o segundo passo da cons-
trucao do Tridngulo de Sierpinski};

B = {o ponto escolhido “caiu” em um buraco, apds o segundo passo da construgao
do Triangulo de Sierpinski}.

Desejamos calcular a probabilidade de ocorrer o evento A, sabendo-se que o evento
B ja ocorreu. O célculo dessa probabilidade envolve dois eventos. Assim, devemos
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utilizar uma notac¢ao que corresponda a essa finalidade. A notacao comumente utili-
zada é P(A|B) (leia-se probabilidade de A dado B).

Considerando a solucao do Problema 6, sabemos que P(B) = % e,comoA | B=
A, entio P(4 |B)=P(A) = —¢ .

Agora, da solucao do Problema 7, ja sabemos que P(A | B)= % .

Portanto,

4
16 PA|B
16
Assim, obtivemos a relacao: P(A|B) = que nao se verifica apenas para o
caso particular do Problema 7. Na verdade, essa relacao é a definicao de Probabilidade
Condicional (MORGADO et al., 2004).

O professor deve explorar o fato que as probabilidades P(A | B) e P(B) sao calculadas

P(A|B)

considerando-se um Espaco Amostral composto de 16 triangulos, em que cada um
deles possui areaigual a (2°)2. \/% . Jaa Probabilidade Condicional P(A|B) é calculada
em um Espaco Amostral Reduzido composto de 7 triangulos de mesma area, igual a
(279" \/% . A compreensao desse fato, pelos alunos, é fundamental para a apreensao

do conceito de Probabilidade Condicional.

Apos a sistematizacao do conceito, com a apresentacao de sua definicao e algumas
propriedades basicas, pode-se entao resolver outros problemas com o objetivo de
aprofundar o aprendizado do conceito de Probabilidade Condicional. Neste momento,
deve-se privilegiar a utilizacao do conceito estudado mediante o uso de suas féormulas
e propriedades, e do rigor caracteristico da matematica.

Consideracoes finais

A proposta deste trabalho é apresentar uma alternativa para o ensino do conceito
de Probabilidade Geométrica por meio da resolucao de problemas, isto é, o problema
¢ utilizado para se ensinar Matematica. Esse € o enfoque proposto pelos Parametros
Curriculares Nacionais para o ensino dessa ciéncia.

O ensino de Probabilidade nao deve ser concentrado em apenas uma de suas
concepcoes. No Ensino Médio, pelo menos as concepc¢oes frequentista e classica
devem ser consideradas. A probabilidade geométrica, na forma aqui apresentada,
pode colaborar com a apreensao desse conceito pelos alunos. Valendo-se da ideia
apresentada, o professor podera pensar e propor outros tipos de fractais, gerando
figuras geométricas diferentes, para explorar tal conceito.

Como este tema é pouco considerado nos livros didaticos, acreditamos estar contri-
buindo com os professores que atuam nesse nivel de escolaridade. Ao abordarmos
os fractais, que é um tdpico recente da Matematica, esperamos motivar os alunos
para o estudo desse assunto, tornando-o atraente e facilitando o desenvolvimento do
raciocinio 16gico e as conexdes com semelhanca, divisoes sucessivas, fracoes, areas,
porcentagens, funcoes, sucessoes, progressoes, limites, inducao e generalizagao.
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